Superpozicija talasa. Fazna i grupna brzina

Kod resavanja Maksvelovih jednacina, posmatrali smo ravan, harmonijski monohromatski
elektromagnetni talas. Talas je opisan jednom frekvencijom w i jednim talasnim brojem k. U
stvarnim okolnostima, takav idealizovan talas ne postoji. Cak i u najmonohromatskojem izvoru
svetlosti ili u najuZze podeSenom radio prijemniku ili emiteru, imamo interval frekvencije ili
talasne duZzine koji su konac¢ne (iako jako male) Sirine. To Sirenje moze poticati od konacnog
trajanja pulsa ili od nekog Sirenja u samom emiteru (prirodna Sirina linije, uslovljena prirodnom
Sirinom energetskog nivoa posmatranog atoma). Posto su Maksvelove jednacine linearne po E i B,
sledi da ¢e i linearna kombinacija reSenja sa razli¢itim frekvencijama, takode biti reSenje talasne
jednacine. U obzir treba uzeti neke nove momente:

1. Ako je sredina u kojoj se posmatra prostiranje talas disperzivna (tj. dielektri¢na
konstanta je funkcija frekvencije polja €, = f(w) ili n = f(k)), fazna brzina nece biti
ista za sve komponente sa razli¢itim frekvencijama. Kao posledica toga, razliite
komponente talasa ¢e putovati razli¢itim brzinama i pojavice se fazna razlika izmedu
njih. To ¢e dovesti do promene oblika poslatog pulsa, na primer, ako on prelazi veliko
rastojanje (signal koji putuje optickim vlaknom preko okeana).

2. U disperzionoj sredini brzina kojom se prenosi energija se moZe znac¢ajno razlikovati
od fazne brzine, ili ¢ak moZe izgubiti jasno znacenje.

3. U disipativnoj sredini, puls zraenja ¢e biti oslabljen prilikom prostiranja, sa ili bez
izobli¢enja, u zavisnosti da li je efekat disipacije zavisan od frekvencije.

Posmatrajmo skalarni talas u jednoj dimenziji. Skalarna amplituda E (x,t) moze se posmatrati kao
jedna od komponenti elektromagnetnog polja. Najopstije reSenje talasne jednaCine mozZe se
predstaviti u formi:

E(x, t) — Elei(kx—wt) + Ele—i(kx—wt)’ (1)

gde je veza izmedu frekvencije o 1 talasnog broja k data preko relacije:
k = % = Vérly % (2)

Obe od veli¢ina w ili k, mogu biti posmatrane kao nezavisne kada se pravi linearna superpozicija.
Moze se pokazati da je povoljnije uzeti talasni broj k kao nezavisnu veli¢inu. Da bi se opisala
pojava disperzije talasa, posmatrajmo w kao opstu funkciju od k:

o = wk). 3)

Za vecinu talasnih duzina w je glatka funkcija od k, ali na pojedinim frekvencijama postoji oblast
»anomalne disperzije” gde se w znacajno menja u malom intervalu talasnih duZina. Sa opS$tim
oblikom zavisnosti (3) diskusija u nastavku se moze primeniti jednako dobro na elektromagnetne
talase, zvucéne talase itd. Za ovo razmatranje pretpostavimo da su k i w(k) realne veli¢ine, tako da
su efekti disipacije iskljuceni.

Na osnovu opsteg reSenja datog relacijom (1), mozemo uvesti generalizovano reSenje u
obliku:

E(x,t) = E(k)etx-ie®tgg, (4)
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Faktor 1/v/2m je uveden da bi se uskladio izraz sa oblikom Furijeovog integrala. Amplituda E (k)
opisuje osobine linearne superpozicije razlicitih talasa. Ona je data kao Furijeova transformacija
prostorne amplitude, izracunata u vremenskom trenutku t = O:

1 +0o0 i
E(k) = = J_ E(x,0)e™*dx. (5)
Ako E(x,0) predstavlja harmonijski talas e*o* za sve vrednosti x, moze se pokazati da je E(k) =

V218 (k — ko), odgovara monohromatskom putujuéem talasu E (x, 0) = etko¥=t@ko)t kag $to je i
trazeno.
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Slika 1. Harmonijski talasni voz konacne duZine i njegov Furije spektar po talasnim brojevima.

Ako, medutim, u trenutku t = 0, E(x, 0) predstavlja konacan talasni paket, sa duzinom reda
Ax, kao §to je pokazano na slici 1, onda amplituda E (k) nije delta funkcija. Nasuprot njoj, ona ima
pik Sirine reda Ak, koji je centriran oko talasnog broja k,, koji je dominantan talasni broj u
modulisanom talasu E (x, 0). Ako su Ax i Ak definisane kao rms odstupanja od srednjih vrednosti x
i k (definisane u smislu intenziteta |E (x, 0)|? i |E(k)|?), moguce je izvesti generalni zakljucak:

Ax - Ak >

N |-

: (6)

Moze se pokazati da, za vecinu realnih pulseva ili talasnih paketa koji se ne prekidaju isuviSe naglo,
Ax puta Ak se nalazi blizu niZze vrednosti u nejednakosti (6). To znaci da kratki talasni paketi sa
samo nekoliko prisutnih talasnih duzina ima veoma Siroku raspodelu talasnih brojeva
monohromatskih talasa, 1 obrnuto da je dugi sinusni talasni paket skoro monohromati¢an. Relacija
(6) vazi podjednako dobro 1 za raspodele u vremenu 1 frekvenciji:

At-Aw >~ (7



Sledece pitanje je ponasanje pulsa ili kona¢nog talasnog paketa u vremenu. Puls prikazan u t=0 na
na slici 1, po¢inje da se krece kako vreme protice. Njegove komponente sa razli¢itim
frekvencijama i talasnim brojevima se kreéu sa razli¢itim faznim brzinama. Kao posledica
toga postoji tendencija da se narusi originalna koherencija i da puls postane izobli¢en. U najmanju
ruku, mozemo ocekivati da se on kreée razli¢itom brzinom od, recimo, usrednjene fazne brzine
komponenti od kojih je sastavljen. Slucaj jako disperzivne sredine ili veoma o$trog pulsa sa
velikom Sirinom prisutnih talasnih brojeva, je tezak za opisivanje. Ali prostiranje pulsa koji nije
isuviSe Sirok u njegovom spektru talasnih brojeva, ili pulsa u sredini u kojoj frekvencija slabo zavisi
od talasnog broja, moze biti aproksimativno opisan na slede¢i naci. Talas je u nekom trenutku t
opisan relacijom (4). Ako je raspodela E (k) prili¢no ostro centrirana oko neke vrednosti Ko, onda
se zavisnost frekvencije w (k) moze razviti u red oko te vrednosti k:

(k) = wo + 57| (k — ko) + - ®)

Ako sada tu zavisnost ubacimo u integral u (4), dobi¢emo:

eilko(dw/dk)|o-wo)]t

V2m

E(x,t) = J77 E (k) eibe-(@w/ailotlk g 9)

Na osnovu relacije (5) i njene inverzne, o¢igledno je da je integral u (9) upravo E(x',0), gde je x' =

x — (dw/dk)|ot:
E(x,t) = E(x - ‘ji—‘;(’|0 ,0) eilkot@w/alo-wolt, (10)

Ova relacija pokazuje da se, nezavisno od ukupnog faznog faktora, impuls prostire skupa
neizmenjenog oblika brzinom koja se ozna¢ava kao grupna brzina:

dw
Ug = E 0. (11)
Ako je gustina energije talasa povezana sa amplitudom talasa (ili kvadratom njene apsolutne
vrednosti), jasno je da se u ovoj aproksimaciji transport energije vr$i grupnom brzinom, posto je to
brzina kojom se puls prostire.
Za svetlosne talase je veza izmedu w i k data relacijom:
ck

w(l) = £ (12

gde je ¢ brzina svetlosti u vakuumu i n(k) indeks prelamanja izrazen kao funkcija talasnog broja k
(slika 2). Fazna brzina je data kao:

oW _ ¢
PT Tk T am (13)

i manja je od brzine svetlosti. Grupna brzina je sada:



(o4
Y9 = Tn(@)+w(dnjaw)] (14)

U ovoj jednacini je pogodnije posmatrati n kao funkciju od w nego od k (slika2). U slucaju
normalne disperzije vazi da je (dn/dw) > 0 i n(w) =1 te je brzina toka energije manja od
fazne brzine i brzine svetlosti c. U oblasti anomalne disperzije, sa druge strane, (dn/dw) moze
postati veliko i negativno. Tada se grupna brzina znacajno razlikuje od fazne brzine, ¢ak moze
postati veca i od ¢ (na osnovu relacije 14)! Ovde se ne radi o naruSavanju ideje specijalne teorije
relativnosti, ve¢ o tome da grupna brzina gubi smisleno znacenje. Velika vrednost (dn/dw) znaci
da se w kao funkcija od k brzo i zna¢ajno menja, to znaci da aproksimativan izraz (8) vise ne vazi,
to jest potrebno je uzeti i naredne ¢lanove u razvoju w po k.
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Slika 2. Indeks prelamanja n(w) kao funkcija frekvencije talasa w u regionu anomalne disperzije
(gore). Fazna v, i grupna brzina v, u funkciji frekvencije w (dole).

Imajuci u vidu da svi izvori elektromagnetnog zracenja emituju zraenje u odredenom intervalu
talasnih duzina 4,1 + AA (odnosno u odredenom intervalu talasnih brojeva k, k + Ak), prostiranje
zraCenja se moze posmatrati kao prostiranje odredenog talasnog paketa. Kao najednostavniji slucaj
razmotrimo talasni paket ¢ije se dve komponente elektricnog polja veoma malo razlikuju po
talasnom broju (odnosno frekvenciji):

E (x,t) = Ejcos[(w + Aw)t — (k + AKk)z] (14a)
E,(x,t) = Eycos[(w — Aw)t — (k — AK)z]

pri ¢emu vazi da je Aw <K w | Ak < k. Da bi odredili oblik rezultuju¢eg elektriénog polja talasa,
saberimo E;(x,t) i E,(x,t), uz primenu odgovarajueg trigonometrijskog identiteta za zbir
kosinusa uglova:

E,(x,t) = 2Eycos[(Aw)t — (AK)z] * cos[wt — kz] ] (14b) ]




Na osnovu prethodnog izraza se vidi da ukupno polje talasa ima dve komponente, jednu brzo
promenljivu u prostoru i vremenu (sa talasnim brojem k i frekvencijom w) — oscilatorni ¢lan i drugo
sa sporim promenama ((Aw) i(AK)) - envelopu, kao $to je predstavljeno na slici 3.

\ /\< cos (Ak)z

N

—_—= 7

(b)

Slika 3. Varijacija: a) brzo promenljivog ¢lana cos (wt — kx); b) sporo promenljivog ¢lana
(envelope) cos [(Aw)t — (Ak)x] u izrazu za superpoziciju dva bliska EMG talasa, posmatrana u
trenutku t = 0. Rastojanje izmedu dva susedna pika je u prvom slucaju 27 /k a u drugom 2 /(Ak).

Ako se posmatra prostiranje ukupnog polja, vidimo da se pozicija maksimuma premesta

sporije od bilo koje fazne tacke pojedinac¢nih talasa, brzinom koja se definiSe kao grupna brzina i
koja predstavlja brzinu prenosa informacije datim talasom.

// ¥(z, t=0)

(a)

Slika 4. Ukupno elektri¢no polje talasnog paketa u dva razlicita trenutka t = 0 1 t = At. Envelopa
se kre¢e grupnom brzinom Aw /Ak, §to je i brzina prenosa informacije kroz datu sredinu.

Na osnovu izraza (11) kojim je definisana grupna brznina v, , i veze talasnog broja k i
kruzne frekvencije w sa talasnom duzinom A, pored relacije (14) moguce je izvesti relacije kojima
se jasnije odreduje kretanje talasnog paketa u zavisnosti od indekas prelamanja sredine. Ako
podemo od (11) i uzmemo u obzir da je w = k - vs, onda sledi:



ngTzvfﬁ'ﬁ'k (15)

U vakuumu i vazduhu je vy = ¢ = const. i ne zavisi od talasne duZzine svetlosti, tako da je
vy = vy = ¢. U ostalim dielektricima je vy = c/n , gde je indeks prelamanja funkcija talasne
duzine n(A) ili talasnog broja n(k) i grupna brzina nije jednaka faznoj (manja je ili veca od nje!).
Uzimajuéi u obzir da je:

ﬂzd c c dn

dik _dkn(k)  n?dk

izraz (15) za grupnu brzinu se transformise u:

d(k - vf) kcdn kdn
dk vf+n2 dk vf [1 ( )

Yo ndk

Ako se uzme u obzir veza izmedu talasnog broja i talasne duzine k = 2m/A onda se u prethodnoj
relaciji moZze preci od izvoda po talasnom broju na izvod po talasnoj duZini:

dn dndA  2mdn A% dn kdn  Adn

S — — _— =
dk dAdk k? dA 2w dA ndk ndAl

sada relacija (15) dobija oblik:

Adn
Vg =V |1+—— 17)
9= [ ndi
Na osnovu prethodnog izraza se vidi da ¢e odnos fazne i grupne brzine svetlosti u datoj sredini biti
odreden funkcionalnom zavisnoscu indekas prelamanja od talasne duzine, to jest prvim izvodom te
funkcije (da li je prvi izvod pozitivan ili negativan, to jest da li je zavisnost rastuca ili opadajuca).
Za jasniju sliku o prostiranju talasnog paketa, moze se poc¢i od reciproéne vrednosti grupne
brzine:

1 dk d(k d
L_de s @ o 4B ) | wdn@)
Vg dw c dw c c dw

Ako se u poslednjem izrazu prede od izvoda indeksa prelamanja po frekvenciji na izvod po talasnoj
duzini, imajuéi u vidu vezu 1 = 2rc/w, dobija se:

dn_dndl_ chdn__ Adn - a)dn_ Adn
do  dldew  @w?2dl —  wdl

cdw _ cdl

odakle dobijamo slede¢i izraz:

(18)

1 n(w) Adn_l[ dn
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Sto za grupnu brzinu daje slede¢i izraz:

c dn
v, T p=|n-22 (19)
dA
Na ovaj nacin je uveden grupni indeks prelamanja za talasni paket. U slucaju Cistog SiO, (silika)
zavisnost indeksa prelamanja od talasne duzine (slika 5) se u intervalu 0.5um < A, < 1.6um moze
izraziti aproksimativnom empirijskom formulom:

a
0

u kojoj je C, = 1.451,a = 0.003 a A, je izrazeno u um. Na 0snovu ove zavisnosti za grupni indeks
prelamanja (19) dobijamo:

3a
Ny (Ao) = Co + add + = (21)
0

Odgovarajuci grupni indeks prelamanja je prikazan na slici 5, a zavisnost grupne brzine od talasne
duzine na slici 6.
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Slika 5. Zavisnost indeksa prelamanja i grupnog indeksa prelamanja za SiO, (silika).
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Slika 6. Zavisnost grupne brzine od talasne duZzine za Si0, (silika).

Na osnovu izraza (19) ocigledno je da ¢e svetlost razli¢itih talasnih duzina u talasnom paketu
putovati razli¢itim brzinama kroz dielektrik. Ako se posmatra prenos informacija kroz opticko
vlakno, u obliku pojedinac¢nih impulsa vremenske Sirine 7y, usled razliCitih brzina kretanja
pojedinih komponenti impulsa do¢i ¢e do njegovog vremenskog Sirenja. Da bi odredili to
vremensko Sirenje, posmatrajmo impuls koji se prostire kroz opti¢ko vlakno duZine L, na¢injeno od
silicijum-dioksida (Si0,). Vreme njegovog prostiranja odredujemo na osnovu:

L L dn
— 22
T " [n Ao an (22)

Posto desna strana jednakosti zavisi od A, ovo vreme ¢e biti razlicito i do¢i ¢e do odredenog Sirenja
impulsa, koje se na osnovu funkcionalne zavisnosti T = f(4,) odreduje kao:

At = 1(Ag + Ady) — T(Ag) (23)

dr
= d—AOA/lo
_ LAA [, d%n
T Ac l Od_/l(z)l

Veli¢ina At,, se uobicajno definise kao materijalna disperzija jer je uslovljena materijalnim
osobinama sredine kroz koju se prostire signal. Na osnovu ovoga sledi da ¢e signal vremenske
Sirine T posle prostiranja vlakno duzine L biti proSiren na trajanje:

T ~ TF + (ATy)? (24)



Primer 1: U optickim komunikacionim sistemima prve generacije koris¢ene su LED diode sa
talasnom duzinom A, = 0.85 um sa spektralnom Sirinom AA, = 25 nm. Na osnovu izraza (21) za
Si0, sledi da ¢e disperziono Sirenje biti At,, = 2.1 ns/km, to jest signal ¢e se prositi za 2.1 ns
kada prode 1 km puta kroz silikonsko opticko vlakno.

Primer 2: U opti¢kim komunikacionim sistemima Cetvrte generacije koriste se LD (laserske) diode
sa talasnom duzinom A, = 1.55 um sa spektralnom $irinom A4, = 2 nm. Na osnovu izraza (21) za
Si0, sledi da ¢e disperziono Sirenje biti At,,, = 43 ps/km, to jest signal ¢e se prositi za 43 ps kada
prode 1 km puta kroz silikonsko opti¢ko vlakno.



